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SİMGELER VE KISALTMALAR L İSTESİ 
   
                                                 
α  : Alfa 
β  : Beta 
ε  : Epsilon 
η  : Eta 
ξ  : Ksi  
φ  : Phi 
ψ  : Psi 
∆  : Laplasyen 
∇  : Nabla operatörü 






















Anahtar kelimeler: Lineer Olmayan İntegral Eşitsizliği, Lineer Olmayan Dalga 
Denklemi. 
 
Bu tez 4 bölümden oluşmaktadır. 
 
Birinci bölümde tezde kullanılan notasyonlar ve temel eşitsizlikler verilmiştir. Ayrıca 
lineer olmayan integral eşitsizliği verilmiş ve ispatlanmıştır. 
 
İkinci bölümde dalga denkleminin düzgün kararlılığı incelenmiştir. 
 
Üçüncü bölümde lineer olmayan dalga denkleminin çözümlerinin düzgün kararlılığı 
incelenmiştir. 
 





UNIFORM STABILIZATION OF THE SOLUTION TO 






Key Words: Nonlinear Integral Inequality, Nonlinear Wave Equation. 
 
This thesis consists of four chapters. 
 
In the first chapter, notations and main inequlities used in the thesis are given. 
Furthermore, nonlinear integral inequality is given and proved. 
 
In the second chapter, uniform stabilization of the wave equation is examined. 
 
In the third chapter, uniform stabilization of the solution to nonlinear wave equation 
is examined. 
 











Bu bölümde işaretler ve semboller tanıtılacaktır. 
nR , n boyutlu Öklit uzayıdır. 
( )1 2, ,..., nx x x x=     nR  de bir noktadır. 
Ω     nR  de sınırlı bir bölgedir. 
∂Ω     Ω  bölgesinin düzgün sınırıdır. 
xu    ve   tu   sembolleri, 
du
dx
   ve    
du
dt
   türevleridir. 












∫                                                                                           (1.1) 
sonlu norma sahiptir. 
 
Genel olarak ( )2L Ω  deki norm .  şeklinde gösterilmiştir. u  ve v  nin skaler çarpımı 
( ),u v uvdxΩ Ω= ∫                                                                                                  (1.2) 
şeklinde gösterilir.     
   
( )1 222u u dxΩ= ∫                                                                                                (1.3) 
( )1 222u u dxΩ∇ = ∇∫                                                                                         (1.4) 
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  , 
n dış normaline göre türevi göstermek üzere 
 
v
u vdx u vdx u dx
nΩ Ω ∂Ω
∂∆ = − ∇ ⋅∇ +
∂∫ ∫ ∫
                                                               (1.5) 
 
şeklindedir.                                                 























1.2. Temel Eşitsizlikler 
 
 
1)  Cauchy Eşitsizliği:  




ab ≤ +                                                                                                  (1.6) 
dir. 
 
2)  ε - Young Eşitsizliği:  
, ,a b ε   pozitif reel sayılar ve    , 1p q >     için    1 1 1
p q








≤ +                                                                                                (1.7) 
şeklindedir. 
 
3)  Hölder Eşitsizliği:  
1 ,p q≤ ≤ ∞    ve    1 1 1
p q
+ =   için   ( )pu L∈ Ω ,   ( )qv L∈ Ω   ise bölge üzerinde  
p q
uv dx u v
Ω
≤∫                                                                                               (1.8) 
dir. Özel olarak   2p q= =    alınırsa Cauchy-Schwarz eşitsizliği elde edilir. 
 
4)  Poincare – Friedrichs Eşitsizliği: 
( ) ( )22 11 0,u dx c u dx u H
Ω Ω
≤ Ω ∇ ∈ Ω∫ ∫                                                    (1.9) 
Ω ,  nR   uzayında sınırlı bir bölgedir ve ( )1c Ω  sabiti Ω  bölgesine bağlıdır. 
 
5)  Gronwall Eşitsizliği (Türev Formu) : 
( ).η ,   [ ]0,T  de negatif olmayan sürekli bir fonksiyon olsun. Ayrıca hemen hemen 
her t  için , 
( ) ( ) ( ) ( )t t t tη φ η ψ′ ≤ +                                                                                    (1.10) 
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eşitsizliği sağlansın. Burada  ( )tφ  ve  ( )tψ  negatif olmayan ve [ ]0,T de integre 















∫                                                                       (1.11) 
dir.  
 
6)  Gronwall Eşitsizliği (İntegral Formu) : 
( )tξ ,  [ ]0,T de negatif olmayan integrallenebilir bir fonksiyon lsun. Ayrıca hemen 
hemen her t  ve 1 2, 0c c ≥  için, 
( ) ( )1 2
0
t
t c s ds cξ ξ≤ +∫                                                                                       (1.12) 
eşitsizliği sağlansın. Bu durumda hemen hemen her  0t T≤ ≤   için, 























:E R R+ +→  artmayan fonksiyon, 0α >  ve 0T >  sabitler olsun. Eğer   
 
1( ) (0) ( ),
t
E s ds TE E t t Rα α
∞ +





( ) (0) ,
T t




−+ ≤ ∀ ≥ + 






Eğer (0) 0E =  ise 0E =  olduğundan ispat aşikardır. 









−+ ≤ ∀ ≥ + 
 
 
eşitsizliğinin ispatlanması gerekir. 
 
1: , ( ) ( )
t
F R R F t E s dsα
∞ +
+ +→ = ∫                                                             (1.16)  
 
şeklinde artmayan bir fonksiyon tanımlansın. Buradan türev alınarak 
 
1 1( ) ( ) ( )
t
d
F t E s ds E t
dt
α α∞ + +′ = = −∫                                                                    (1.17) 
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elde edilir. (1.14) ve (1.16) dan 
 
( ) (0) ( )F t TE E tα≤  
 
eşitsizliği elde edilir. (0) 1E =   olduğu için 
 











yazılabilir. Üstteki eşitsizliğin her iki tarafının 1α +  kuvveti alınırsa  
 
1











bulunur. Üstteki eşitsizlik düzenlenirse 
 
1 1 1( ) ( )E t T F tα α α+ − − +≥                                                                                       (1.19) 
 
elde edilir. (1.17) ve (1.19) dan  
 
1 1( ) ( )F t T F tα α− − +′− ≥                                                                                        (1.20) 
 
yazılabilir. Üstteki eşitsizliğin her iki tarafı 1( )F tα− −  ile çarpılırsa 
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1 1( ) ( )F t F t Tα α− − − −′− ≥  
 
bulunur. Üstteki eşitsizliğin her iki tarafı α  ile çarpılırsa 
 
1 1( ) ( )F t F t Tα αα α− − − −′− ≥  
 
elde edilir. Üstteki eşitsizliğin sol tarafındaki ifade ( )1( ) ( )F t F t Fα αα − − − ′′− =  
olduğundan dolayı 
 
( ) 1F Tα αα− − −′ ≥  
 





F ds T dsα αα− − −′ ≥∫ ∫  
1( ) (0)F s F T sα α αα− − − −− ≥  
 
elde edilir. Üstteki eşitsizlik düzenlenirse 
 
1( ) (0)F s F T sα α αα− − − −≥ +  
 
bulunur. Üstteki eşitsizliğin her iki tarafının 1 α−  kuvveti alınırsa  
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( ) 11( ) (0)F s F T s αα αα −− − −≤ +                                                                           (1.21) 
 
elde edilir. (1.18) den ( ) ( )F t TE t≤  olduğundan dolayı 0t =  için  
 
(0) (0)F TE≤         ifadesinde     (0) 1E =   olduğundan dolayı 
 
(0)F T≤   elde edilir. F   artmayan fonksiyon olduğ ndan dolayı  (0)F T=  bulunur.  
 
(1.21) den   ( ) 11( ) (0)F s F T s αα αα −− − −≤ +   eşitsizliğinde (0)F T=  yazılırsa 
 
( ) 11( )F s T T s αα αα −− − −≤ +  
 
elde edilir. Üstteki eşitsizliğinin sağ tarafındaki parantezin içerisi 1T α− −  ortak çarpan 
parantezine alınırsa 
 
( ) 11( )F s T T s αα α −− − ≤ +   
 
elde edilir. Üstteki eşitsizliğin sağ tarafı düzenlendiğ nde 
 
( ) ( ) 11( )F s T T s αα α α −+≤ +                                                                                (1.22) 
 
bulunur. Üstteki eşitsizliğin sol tarafı düzenlendiğinde 
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(1 )1 1 1
(1 )
( ) ( ) ( ) ( )
T s
s s T s
F s E t dt E t dt E t dt
αα α α
α
∞ + + ∞+ + +
+ +










≥∫  olduğundan dolayı 
 
(1 ) (1 )1 1 1
(1 )
( ) ( ) ( )
T s T s
s T s s
E t dt E t dt E t dt
α αα α α
α
+ + ∞ + ++ + +
+ +
+ ≥∫ ∫ ∫                                                                   
 
yazılabilir. Üstteki eşitsizliğin sol tarafı ( )F s  ‘ye eşit olduğundan dolayı 
 
(1 ) 1( ) ( )
T s
s
F s E t dt
α α+ + +≥ ∫                                                                                   (1.23) 
 
yazılabilir.  Üstteki eşitsizliğin sağ tarafına integraller için ortalama değer teoremi 
uygulanırsa 
 
( ) ( ) ( )(1 ) 1 1( ) 1 , 1T s
s
E t dt T s s E s T s
α α αα ξ ξ α
+ + + += + + − < < + +  ∫  
 
elde edilir.  (1.23) deki eşitsizliğin sağ tarafına bu ifade yazılırsa  
 
( ) ( )1( ) 1F s T s s Eαα ξ+≥ + + −     
 
elde edilir.  Üstteki eşitsizliğin sağ tarafı düzenlenirse 
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( ) ( )( )1( ) 1F s T s E T sαα α+≥ + + +                                                                   (1.24) 
 
bulunur. (1.22) ve (1.24) den 
 
( ) ( )( ) ( ) ( ) 111 1T s E T s T T s αα ααα α α −+++ + + ≤ +  
 
yazılabilir. Üstteki eşitsizliğin her iki tarafı  ( )T sα+  ile bölünürse 
 














elde edilir. Üstteki eşitsizliğin sağ tarafı düzenlenirse 
 
( )( ) ( ) ( )( )111 1E T s T T s α αα αα α α − −++ + + ≤ +  
 
yazılabilir. Üstteki eşitsizliğin her iki tarafının ( )1 1α +   kuvveti alınırsa 
( )( ) ( ) 111E T s T T s ααα α −+ + ≤ +  
 
elde edilir. Üstteki eşitsizliğin sağ tarafı düzenlenirse 
 










 + + ≤ +  
      
 
elde edilir.   ( )1
1
t T
T s t sα
α
−+ + = ⇒ =
+












 −  






























−+ + − 















−+ ≤  + 
 
 




     





















BÖLÜM 2. DALGA DENKLEM İNİN DÜZGÜN KARARLILI ĞI 
 
 
Bu bölümde dalga denkleminin düzgün kararlılığı incelenecektir. Aşağıdaki dalga 
denklemi ele alınırsa, 
                 ( ) ( )0 ,ttu u x t R+− ∆ = ∈ Ω×                                      (2.1) 
                          ( ) ( )00 ,u x t R+= ∈ Γ ×                                      (2.2) 
( ) ( ) ( ) ( )10 ,t
u
m g u x t Rν
ν +
∂ + ⋅ = ∈ Γ ×
∂
                                    (2.3) 
( ) 00u u=    ve   ( ) 10tu u=                        x ∈Ω                                                    (2.4) 
ve :g R R→   fonksiyonu azalmayan, sürekli bir fonksiyon olsun.  
( )0 0g =  ve   
( ) 0, nm x x x x R= − ∈  
( ) { }0 0sup :R R x x x x= = − ∈Ω  
( )md m dνΓ = ⋅ Γ  
olmak üzere aşağıdaki şartların sağlandığını kabul edelim. 
 
                            3n ≥                                                                                        (2.5) 
              0Γ ≠ ∅   ve 0 1Γ ∩ Γ = ∅                                                                       (2.6) 
0Γ  üzerinde 0m ν⋅ ≤    ve   1Γ  üzerinde 0m ν⋅ ≥                                                   (2.7) 
Sistemin enerjisi ise    
  
( ) ( )2 21
2 t
E t u u dx
Ω







(2.5) – (2.7) sağlansın. 1p >   ve  1 2 3 4, , , 0c c c c >   olmak üzere, 
1x ≤         ise            ( ) 11 2
p p
c x g x c x≤ ≤                                                     (2.9) 
ve 
1x >         ise            ( )3 4c x g x c x≤ ≤                                                        (2.10) 
dir. Her     ( ) ( ) ( )
0
1 2
0 1,u u H LΓ∈ Ω × Ω     için (2.1) – (2.4) problemi 
( )
2
1 , 0pE t ct t−≤ ∀ >                                                                                     (2.11) 




:E R R+ +→     fonksiyonu artmayan, mutlak sürekli bir fonksiyon ve 
( ) ( )
1





(2.1) denklemi tu  ile çarpılır   ( ),S TΩ×   bölgesinde integre edilirse 
 
( )0 T t ttS u u u dxdtΩ= − ∆∫ ∫  
 
elde edilir. Green formülü uygulanırsa 
 
( )0 T Tt tt t tS S
u
u u u u dxdt u d dt
νΩ Γ
∂= + ∇ ∇ − Γ
∂∫ ∫ ∫ ∫
 
 




t tt t t t tS S S
u
u u u u dxdt u d dt u m g u d dtν
νΩ Γ Γ
∂= + ∇ ∇ − Γ + ⋅ Γ
∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
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  dır. O halde 
 




t tt t t tS S
u u u u dxdt u m g u d dtν
Ω Γ
= + ∇ ⋅∇ + ⋅ Γ∫ ∫ ∫ ∫  
 








t t tS S
d




 = + ∇ + ⋅ Γ 
 ∫ ∫ ∫ ∫
 
 
eşitli ği yazılabilir. (2.8) de   ( ) ( )2 21
2 t
E t u u dx
Ω
= + ∇∫    olduğundan dolayı 
 





E t dt u m g u d dtν
Γ
′= + ⋅ Γ∫ ∫ ∫  
 
elde edilir. Buradan 
 
( ) ( ) ( )
1









E S E T m u g u d dtν
Γ
− = ⋅ Γ∫ ∫                                                        (2.14) 
 
bulunur. 0m ν⋅ ≥   ve   ( ) 0xg x ≥    olduğundan dolayı (2.14) eşitli ğinin sağ tarafı 




( )2 1Mu m u n u= ⋅∇ + −                                                                                    (2.15) 
ve    0 S T≤ < < ∞    için 
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( ) ( ) ( )(




1 2 1 2 1 2









t t t mS S
u
E dt E d dt E u Mudx
p






∂ − Γ = ∂ 
−  ′+ + − ∇ − Γ
 
∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫
 (2.16) 
 




(2.1) denklemi     ( )1 2pMuE −    ile çarpılıp   ( ),S TΩ×   bölgesinde integre edilirse 
 
( ) ( )1 20 T p ttS E Mu u u dxdt
−
Ω
= − ∆∫ ∫  
 
( ) ( ) ( )1 20 T p t t ttS E u Mu u Mu Mu u dxdt
−
Ω
 = − − ∆ ∫ ∫  
 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20 T Tp pt t tS S
d




= − + ∆  ∫ ∫ ∫ ∫  
 
elde edilir. Kısmi integrasyon uygulanırsa 
 
( )( ( )
( ) ( )












E u Mu E E u Mudxdt






− + ∆  
∫ ∫ ∫
∫ ∫
                                 (2.17) 
 
bulunur. (2.17) nin sağ tarafındaki   ( )t tu Mu Mu u dxdtΩ + ∆  ∫   ifadesinde (2.15) den     
( )2 1Mu m u n u= ⋅∇ + −     yazılıp Green formülü uygulanırsa 
 
( ) ( )( ) ( )
( )














( ) ( ) ( ) ( )2 21 t t un u m u u Mu dx Mu dνΩ Γ
∂ = − + ⋅∇ − ∇ ⋅∇ + Γ  ∂∫ ∫
 
 
( ) ( ) ( )( ) ( )2 21 2 1t t un u m u u m u n u dx Mu dνΩ Γ
∂ = − + ⋅∇ − ∇ ⋅∇ ⋅∇ + − + Γ  ∂∫ ∫
 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 21 1 2t t um u n u n u u m u dx Mu dνΩ Γ
∂= ⋅∇ + − − − ∇ − ∇ − ⋅∇ ∇ + Γ  ∂∫ ∫
 
 
( ) ( )
( ) ( )




t t tu m dx m u d n u dx n u dx u dx
u




Ω Γ Ω Ω Ω
Ω Ω Γ Γ
= − ∇ ⋅ + ⋅ Γ + − − ∇ + ∇
∂− ∇ + ∇ ⋅ ∇ − ⋅ ∇ Γ + Γ
∂
∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫
 
 
bulunur. m n∇ ⋅ =   olduğundan dolayı üstteki eşitlikte yerine yazılırsa 
 
( )
2 22 2 2 2
2 2 2
2
t t t tu ndx m u d n u dx u n u dx u dx
u




Ω Γ Ω Ω Ω Ω
Ω Ω Γ Γ
= − + ⋅ Γ + − − ∇ + ∇
∂− ∇ + ∇ − ⋅ ∇ Γ + Γ
∂
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫
 
 
elde edilir. Üstteki eşitlik düzenlenirse 
 
( )2 22 2t t
u
u dx u dx m u d m u d Mu dν ν
νΩ Ω Γ Γ Γ
∂= − − ∇ + ⋅ Γ − ⋅ ∇ Γ + Γ
∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 
 
yazılabilir. Γ  sınırı, 0Γ  ve 1Γ  den oluştuğu için 
 









u dx u dx m u d m u d Mu d
u





Ω Γ Γ Γ
Γ Γ Γ
∂= − + ∇ + ⋅ Γ − ⋅ ∇ Γ + Γ
∂
∂+ ⋅ Γ − ⋅ ∇ Γ + Γ
∂





yazılabilir. Üstteki eşitlikte; (2.8) den  ( ) ( )2 21
2 t
E t u u dx
Ω
= + ∇∫ ,  (2.2) den   
0
2 0tm u dνΓ ⋅ Γ =∫ , (2.15) den ( )2 1Mu m u n u= ⋅∇ + −  ve (2.3) den    
( ) ( ) ( ) ( )0t t
u u
m g u m g uν ν
ν ν
∂ ∂+ ⋅ = ⇒ = − ⋅
∂ ∂
    ifadeleri yerlerine yazılırsa 
 
( ) ( ) ( )( )








E t m u m u n u d






∂ = − − − ⋅ ∇ + ⋅∇ + − Γ ∂ 














  olduğundan dolayı üstteki eşitlikte yerine 
yazılırsa 
 
( ) ( ) ( )








E t m u m u d






∂ = − − − ⋅ ∇ + ⋅∇ Γ ∂ 






elde edilir. ( )md m dνΓ = ⋅ Γ   olduğu için üstteki eşitli ği 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1
2 222 2 t t m
u
E t m u m u d u u Mu g u dν
νΓ Γ
∂   = − − − ⋅ ∇ + ⋅∇ Γ + − ∇ − Γ   ∂ ∫ ∫
 
 






  olduğundan dolayı 
 
( ) ( )








u Mu Mu u dxdt E t d
u u Mu g u d
νΩ Γ
Γ
∂ + ∆ = − − Γ     ∂ 






elde edilir. Bu elde ettiğmiz son eşitlik (2.17) de yerine yazılırsa 
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( )( ( )
( ) ( ) ( ) ( )
0 1












m t t mS
p
E u Mu E E u Mudxdt
u












yazılabilir. Üstteki eşitlik düzenlenirse 
 
( ) ( ) ( )(




1 2 1 2 1 2









t t t mS S
u
E dt E d dt E u Mu
p






∂ − Γ = ∂ 
−  ′+ + − ∇ − Γ
 
∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫
  (2.18) 
 










(2.15) den ( )2 1Mu m u n u= ⋅∇ + −  olduğundan dolayı 
 
( )( )2 1t tu Mudx u m u n u dxΩ Ω≤ ⋅∇ + −∫ ∫  
 
yazılabilir. Üstteki eşitsizlik düzenlenirse 
 
( )2 1t t tu Mudx u m udx n u udxΩ Ω Ω≤ ⋅∇ + −∫ ∫ ∫  
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( )2 1t t tu Mudx u m udx n u udxΩ Ω Ω≤ ⋅∇ + −∫ ∫ ∫  
 
elde edilir. Üstteki eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadelere Cauchy eşitsizliği uygulanır 
ve m R<  alınırsa 
 
( )22 22 2 211 12
2 2 2 2t t t
nR
u Mudx u dx u dx u dx u dx
Ω Ω Ω Ω Ω
− 
≤ + ∇ + + 
 
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  
 







∫  ifadesine Poincare – 
Friedrichs eşitsizliği uygulanırsa 
 







u Mudx u dx R c u dx
Ω Ω Ω
 −
≤ + + Ω ∇ 
 
 
∫ ∫ ∫  
 
elde edilir. Üstteki eşitsizliğin sağ tarafı düzenlenirse 
 








u Mudx R c u dx u dx
Ω Ω Ω
 − ≤ + Ω + ∇ 
  
∫ ∫ ∫  
 
yazılabilir. Üstteki eşitsizliğin sağ tarafında 














( )221t tu Mudx c u dx u dxΩ Ω Ω≤ + ∇∫ ∫ ∫  
 
( )( )221t tu Mudx c u u dxΩ Ω≤ + ∇∫ ∫  
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bulunur. (2.8) den ( ) ( )2 21
2 t
E t u u dx
Ω
= + ∇∫  olduğundan dolayı üstteki eşitsizliğin 
sağ tarafı düzenlenirse  
 
( )12tu Mudx c E tΩ ≤∫  
 
yazılabilir. Üstteki eşitsizlikte 12c c=  yazılırsa 
 
( )tu Mudx cE tΩ ≤∫  
 
elde edilir ve ispat tamamlanır. 
 
İspat  (Teorem 2.1.) 
 
Teorem (2.1) in ispatı; Lemma 2.1. , Lemma 2.2. ve Lemma 2.3.’ün sonuçları   
kullanılarak yapılır. (2.18) in sağ tarafındaki birinci terim için 
 
( ) ( )1 2 1 2p p
t tE u Mudx E u Mudx
− −
Ω Ω
≤∫ ∫  
 
yazılabilir. (2.19) dan dolayı 
 
( ) ( )1 2 1 2p p





( ) ( )1 2 1 2p p





elde edilir ve E  artmayan bir fonksiyon olduğ  için 
 
( )1 2p
tE u Mudx cE
−
Ω
≤∫                                                                                     (2.20) 
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bulunur. (2.18) in sağ tarafındaki ikinci terim için 
 
( ) ( )3 2 3 2p p
t tE E u Mudx E E u Mudx
− −′ ′≤  
 
yazılabilir. (2.19) dan dolayı 
 
( ) ( )3 2 3 2p p
tE E u Mudx cE EE
− −′ ′≤ −  
 
yazılabilir. Üstteki eşitsizlik düzenlenirse  
 
( ) ( )3 2 1 2p p
tE E u Mudx cE E
− −′ ′≤ −  
 





E E u Mudx E
p










  olduğundan dolayı 
( ) ( )( )3 2 1 2p ptE E u Mudx c E− + ′′ ≤ −                                                                     (2.21) 
 
elde edilir.  (2.20) den dolayı 
 





E u Mu cE c E S E T cE S−
Ω
≤ = − ≤∫                                         (2.22) 
 
bulunur. (2.21) den dolayı 
 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 2 1 2 1 2 1 2T Tp p p ptS SE E u Mudx dt c E dt c E S E T− + + +′′ ≤ − = −∫ ∫  
 
yazılabilir. E artmayan bir fonksiyon olduğ  için 
 
 23 
( ) ( ) ( )3 2 1 2T p ptS E E u Mudx dt cE S
− +′ ≤∫  
 
( ) ( )3 2T p tS E E u Mudx dt cE S
− ′ ≤∫                                                                        (2.23) 
 
elde edilir. Böylece (2.18) in sağ tarafındaki ilk iki terim ( )cE S  ile sınırlanmış olur. 
(2.18) in sol tarafındaki ikinci integral, (2.7) den dolayı pozitif olur ve eşitsizlikten 
atılabilir. Böylece 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1
21 2 1 2 22
T Tp p
t t mS S
E dt cE S E u u Mu g u d dt+ −
Γ
 ≤ + − ∇ − Γ
 ∫ ∫ ∫                  (2.24) 
 
eşitsizliği elde edilir. (2.15) den    ( )2 1Mu m u n u= ⋅∇ + − ,   m R<    ve  0ε >  için 
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1
21 2 1 2 22 2 1
T Tp p
t t mS S
E dt cE S E u u m u n u g u d dt+ −
Γ
 ≤ + − ∇ − ⋅∇ + − Γ
 ∫ ∫ ∫  
 
( ) ( )









t t t mS
E dt cE S









                (2.25) 
 
eşitsizliği elde edilir. (2.25) in sağ tarafındaki ikinci integral içindeki   ( ) ( )1 tn ug u−  
ifadesine ε - Cauchy eşitsizliği uygulanırsa 
 





n ug u u g uε
ε
−
− ≤ +                                                                (2.26) 
 
eşitsizliği elde edilir. (2.25) in sağ tarafındaki ikinci integral içindeki   ( )2 tm ug u⋅∇  
ifadesine Cauchy eşitsizliği uygulanırsa 
 
( ) ( )2 2t tm ug u R ug u⋅∇ ≤ ∇  
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u R g u
m ug u
∇
⋅∇ ≤ +  
 
( ) ( )2 2 22 t tm ug u u R g u⋅∇ ≤ ∇ +                                                                     (2.27) 
 
eşitsizliği elde edilir. (2.26) ve (2.27) eşitsizlikleri (2.25) de yerlerine yazılırsa 
 
( ) ( )











t t t mS
E dt cE S
n













( ) ( )











t t t mS
E dt cE S
n



















u d u dx Eε
Γ Ω
Γ ≤ ∇ ≤∫ ∫  
 
olacak şekilde seçilirse 
 
( ) ( ) ( ) ( )
1
1 2 1 2 2 22
T Tp p
t t mS S
E dt cE S E u g u d dt+ −
Γ
 ≤ + + Γ ∫ ∫ ∫                                     (2.28) 
 
eşitsizliği elde edilir.  
 
( ){ }2 1 : 1x u x′Γ = ∈Γ ≤      ve    ( ){ }3 1 : 1x u x′Γ = ∈Γ >                                    (2.29) 
 
tanımlanırsa (2.28) ifadesi 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )
2 3
1 2





t t m t t mS
E dt cE S





    + + Γ + + Γ     
∫
∫ ∫ ∫
           (2.30) 
 
şeklinde ifade edilebilir. (2.30) daki        ( ) ( )
3
1 2 2 2T p
t t mS
E u g u d dt−
Γ
 + Γ ∫ ∫      ifadesi 
ele alınırsa 
 
( ) ( ) ( )
3
1 2 1 22 2T Tp p
t t mS S
E u g u d dt c E E dt− −
Γ
′ + Γ ≤ − ∫ ∫ ∫  
 
( ) ( ) ( ) ( )
3
1 2 1 22 2T p p
t t mS
E u g u d dt cE S− +
Γ
 + Γ ≤ ∫ ∫  
 
( ) ( ) ( )
3
1 2 2 2T p
t t mS
E u g u d dt cE S−
Γ
 + Γ ≤ ∫ ∫                                                        (2.31) 
 
eşitsizliği elde edilir. (2.30) daki        ( ) ( )
2
1 2 2 2T p
t t mS
E u g u d dt−
Γ
 + Γ ∫ ∫      ifadesi ele 
alınırsa 
 
( ) ( ) ( )
2 2
2 12 2 p
t t m t t mu g u d c u g u d
+
Γ Γ
 + Γ ≤ Γ   ∫ ∫  
 





t t m t t mu g u d c u g u d
+
Γ Γ
 + Γ ≤ Γ ∫ ∫  
 
( ) ( ) ( )
2
2 12 2 p
t t mu g u d c E
+
Γ
′ + Γ ≤ − ∫  
 
bulunur. O halde 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
2 11 2 1 22 2T T pp p
t t mS S
E u g u d dt c E E dt
+− −
Γ
′ + Γ ≤ − ∫ ∫ ∫  
 
 eşitsizliği elde edilir. Üstteki eşitsizliğin sağ tarafına Young Eşitsizliği uygulanırsa 
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( ) ( ) ( ) ( )
2
1 2 1 22 2T Tp p
t t mS S
E u g u d dt E c E dtε ε− +
Γ
 ′ + Γ ≤ −   ∫ ∫ ∫  
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
1 2 1 22 2T Tp p
t t mS S
E u g u d dt E dt c E Sε ε− +
Γ
 + Γ ≤ + ∫ ∫ ∫                              (2.32) 
 
eşitsizliği elde edilir. (2.31) ve (2.32) eşitsizlikleri (2.30) da uygulanacak olursa 
 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2T Tp p
S S
E dt c E S c E dtε ε+ +≤ +∫ ∫  
 
eşitsizliği elde edilir. 1cε <  seçilirse 
 
( ) ( )1 2T p
S
E dt cE S+ ≤∫  
 
eşitsizliği elde edilir. T → ∞  için 
 
( ) ( )1 2 , 0p
S
E dt cE S S
∞ + ≤ ∀ ≥∫  
 
eşitsizliği elde edilir. Lemma 1.1. in kullanılmasıyla   
1
2
pα −=   ve  ( )0T cE α−=  












BÖLÜM 3. L İNEER OLMAYAN DALGA DENKLEM İNİN 
ÇÖZÜMLER İNİN DÜZGÜN KARARLILI ĞI 
 
 
Bu bölümde lineer olmayan dalga denkleminin çözümlerinin düzgün kararlılığı 
incelenecektir. 
 
Aşağıdaki dalga denklemi için başlangıç sınır değer problemi ele alınsın. 
 
     ( ) ( )0 ,tt tu u h u x t R+− ∆ + = ∈ Ω×                                            (3.1) 
                          ( )0 ,u x t R+= ∈ ∂Ω×                                           (3.2) 
( ) ( )0 0 0 0tu ve u x= = ∈ Ω                                                    (3.3) 
 
Burada Ω ,  ( )1NR N ≥  de sınırlı bir bölgedir. ∂Ω  ise 2C  sınıfından olup  Ω   
bölgesinin sınırıdır ve h  fonksiyonu ise aşağıdaki gibidir. 
 



























 − + ≥
− += 





                                                               (3.4) 
 
(3.1) eşitli ğinin her iki tarafı tu  ile çarpılır ve  Ω   bölgesinde integre edilirse  
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( ) 0t tt t xx t tu u dx u u dx u h u dxΩ Ω Ω− + =∫ ∫ ∫                                                          (3.5) 
 
elde edilir. (3.5) eşitli ğinin sol tarafındaki birinci terim düzenlenirse 
 
( )2 21 1
2 2t tt t t
d d
u u dx u dx u dx
dt dtΩ Ω Ω
= =∫ ∫ ∫                                                           (3.6) 
 
bulunur. (3.5) eşitli ğinin sol tarafındaki ikinci terime Green formülü uygulanırsa 
 
t xx tx x t
u
u u dx u u dx u dx
nΩ Ω ∂Ω
∂ − = − − + ∂ ∫ ∫ ∫
 
 






  dır. O halde 
 
21
2t xx tx x x
d
u u dx u u dx u dx
dtΩ Ω Ω
− = =∫ ∫ ∫                                                                 (3.7) 
 
bulunur. (3.6) ve (3.7) ifadeleri , (3.5) de yerlerin  yazılırsa 
 
( )2 21 1 0
2 2t x t t
d d
u dx u dx u h u dx
dt dtΩ Ω Ω
+ + =∫ ∫ ∫  
 
( ) ( )2 21 0
2 t x t t
d
u u dx u h u dx
dt Ω Ω
 + + =  ∫ ∫
                                                            (3.8) 
 
elde edilir. (3.8) de çözümlerin enerjisi olarak 
 
( ) ( )2 21
2 t x
E t u u dx
Ω
= +∫                                                                                  (3.9) 
 
şeklinde bir ( )E t fonksiyonu tanımlanırsa (3.8) ifadesi 
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( ) ( ) 0t t
d
E t u h u dx
dt Ω
+ =   ∫                                                                             (3.10) 
 
şeklinde yazılır. Buradan 
 






1N =   ve  ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 10 1 0 0,u u H H H∈ Ω ∩ Ω × Ω     için (3.1) – (3.3)   probleminin 
çözümü   c    ve   w     pozitif sabitler olmak üzere 





ic  ler pozitif sabitler olmak üzere (3.4) ile verilen h  fonksiyonu aşağıdaki şartları 
sağlasın. 
 
( )1 2 1c y h y c y y≤ ≤ ≤                                                              (3.13) 
 
( )3 4 1c h y c y y≤ ≤ >                                                              (3.14) 
 
(3.1) eşitli ğinin her iki tarafı u  ile çarpılır ve  Ω   bölgesinde integre edilirse  
 
( ) 0tt xx tuu dx uu dx uh u dxΩ Ω Ω− + =∫ ∫ ∫                                                               (3.15) 
 
elde edilir. (3.15) eşitli ğinin sol tarafındaki birinci terim düzenlenirse 
 
 30 
( ) ( )2 2tt t t t td duu dx uu dx u dx uu dx u dxdt dtΩ Ω Ω Ω Ω= − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫                                   (3.16) 
 
yazılabilir. (3.15) eşitli ğinin sol tarafındaki ikinci terim düzenlenirse 
 
xx x x xuu dx uu u u dxΩ Ω
∂Ω
 
− = − − 
  
∫ ∫  
 
yazılabilir. (3.2) sınır koşulundan dolayı    0xuu
∂Ω
=   dır. Buradan 
 
2
xx xuu dx u dxΩ Ω− =∫ ∫                                                                                          (3.17) 
 
bulunur. (3.16) ve (3.17) ifadeleri (3.15) de yerlerin  yazılırsa 
 
( ) ( )2 2 0t t x td uu dx u dx u dx uh u dxdt Ω Ω Ω Ω− + + =∫ ∫ ∫ ∫  
 
elde edilir. Üstteki eşitli ğin her iki tarafına     22 tu dxΩ∫    eklenir ve düzenlenirse 
 
( ) ( )2 2 2 22 2t t x t t td uu dx u dx u dx uh u dx u dx u dxdt Ω Ω Ω Ω Ω Ω− + + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  
 
( ) ( )2 2 22t x t t tdu dx u dx uu dx u dx uh u dxdtΩ Ω Ω Ω Ω+ = − + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  
 
( ) ( ) ( )2 2 22t x t t tdu u dx uu dx u uh u dxdtΩ Ω Ω  + = − + − ∫ ∫ ∫                                         (3.18) 
 
bulunur. (3.9) dan dolayı (3.18) ifadesinde  ( ) ( )2 2 2t xu u dx E tΩ + =∫   yazılırsa 
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( ) ( ) ( )22 2t t tdE t uu dx u uh u dxdt Ω Ω  = − + − ∫ ∫  
 
elde edilir. Üstteki eşitli ğin her iki tarafı  ( )0,T  aralığında integre edilirse 
 






E t dt uu dx dt u uh u dxdt
dt Ω Ω
   = − + −   ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 
 






t t tE t dt uu u uh u dxdtΩ Ω
 = − + − ∫ ∫ ∫ ∫                                               (3.19) 
 
bulunur. (3.19) eşitli ğinin sağ tarafındaki birinci terim için  
 
t t tuu dx uu dx u u dxΩ Ω Ω− ≤ ≤∫ ∫ ∫  
 
yazılabilir. Üstteki eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadeye Cauchy-Schwarz eşitsizliği 
uygulanırsa 
 
( ) ( )1 2 1 22 2t tuu dx u dx u dxΩ Ω Ω≤∫ ∫ ∫  
 




uu dx u dx u dx
Ω Ω Ω
≤ +∫ ∫ ∫  
 
bulunur. Üstteki eşitsizliğin sağ tarafındaki ifadenin birinci terimine Poincare – 






uu dx c u dx u dx
Ω Ω Ω
≤ ∇ +∫ ∫ ∫  
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{ } ( )2 20 1max 1, 2t tuu dx c u u dxΩ Ω≤ ∇ +∫ ∫  
 
{ } ( )0max 1,tuu dx c E tΩ ≤∫  
 
( )tuu dx cE tΩ ≤∫                                                                                               (3.20) 
 





tuu dx cE tΩ ≤∫  
 




tuu dx c E T EΩ ≤ −  ∫  
 






tuu dx cEΩ ≤∫                                                                                          (3.21) 
 
bulunur. (3.21) ifadesi (3.19) da uygulanırsa 
 




t tE t dt cE u uh u dxdtΩ
 ≤ + − ∫ ∫ ∫  
 
elde edilir. (3.13) ve (3.14) den dolayı  
 
( ) ( )2
1 1t t
t t tu u
u dx c u h u dx c E
≤ ≤
′≤ ≤ −∫ ∫  
 
( ) ( ) ( )2
1 1t t
t t tu u
h u dx c u h u dx c E
≤ ≤











E t dt cE u uh u dxdt
≤
 ≤ + − ∫ ∫ ∫  
 




t t t tu u
u dx c u u h u dx
> >




t t t tLu u
u dx c u u h u dx
∞> >





u dx c E
>




( ) ( )
1 1t t
t tLu u
uh u dx c u h u dx
∞> >
≤∫ ∫  
 
( ) ( )
1 1t t
t t tLu u
uh u dx c u u h u dx
∞> >
≤∫ ∫  
 
( ) ( )
1t
tu
uh u dx c E
>
′≤ −∫  
 
elde edilir. Buradan 
 




E t cE≤∫  
 
yazılabilir. Lemma 1.1. den dolayı 
 
( ) 0wtE t ce t−≤ ∀ >  
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2N ≥   ve  ( ) ( ) ( ) ( )( )2 1 10 1 0 0,u u H H H∈ Ω ∩ Ω × Ω      için (3.1) – (3.3)   probleminin 
çözümü   c    pozitif sabit olmak üzere 
( ) ( )4 22 N
c
N ise E t
t −




N ise E t m N
t





1p >   ve  
2
N
p ≥    olmak üzere, 
1y ≤         ise            ( ) 11 2
p p
c y h y c y≤ ≤                                                    (3.24) 
ve 
1y >         ise            ( )3 4c h y c y≤ ≤                                                           (3.25) 
 
dır. (3.1) denklemi   ( )1 2pE u−    ile çarpılır ve Ω  bölgesinde integre edilirse 
 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 0p p ptt tE uu dx E u udx E uh u dx− − −Ω Ω Ω− ∆ + =∫ ∫ ∫                                  (3.26) 
 
elde edilir. (3.26) eşitli ğinin sol tarafındaki birinci terim düzenlenirse 
 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 2 1 2 21
2
p p p
t t t tt
d p




− ′= + +∫ ∫ ∫           
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( ) ( )( ) ( ) ( )
( )




















                    (3.27) 
 
bulunur. (3.26) eşitli ğinin sol tarafındaki ikinci terime Green formülü uygulanırsa 
 
















  olur. Böylece 
 
( ) ( ) 21 2 1 2p pE u udx E u dx− −
Ω Ω
− ∆ = ∇∫ ∫                                                               (3.28) 
 
bulunur. (3.27) ve (3.28) de bulunan eşitlikler (3.26) da yerlerine yazılırsa 
 
( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
1 2 3 2 1 2 2









E uu dx E E t uu dx E u dx
dt









                  
 
elde edilir. Üstteki eşitlik düzenlenip ( )0,T  aralığında integre edilirse 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( )( )














E uu dx E E t uu dxdt






+ ∇ − +
∫ ∫ ∫
∫ ∫
                                        (3.29) 
 
bulunur. (3.20) den    ( )tuu dx cE tΩ ≤∫   olduğundan dolayı (3.29) eşitli ğinin sağ 
tarafındaki birinci terim için 
 
( ) ( )1 2 1 2p p






( ) ( )1 2 1 2p p





eşitsizliği yazılabilir. E  artmayan bir fonksiyon olduğ  için üstteki eşitsizlikten 
 
( )1 2p





elde edilir. Üstteki eşitsizliğin her iki tarafının  ( )0,T  aralığında değeri bulunursa 
 














tE uu dx c E T E
−
Ω
≤ −  ∫  
 





tE uu dx cE
−
Ω
≤∫                                                                               (3.30) 
 
elde edilir. (3.20) den    ( )tuu dx cE tΩ ≤∫   olduğundan dolayı (3.29) eşitli ğinin sağ 
tarafındaki ikinci terim için 
 
( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2
0 0
T Tp p
tE E t uu dxdt E E cE dt
− −
Ω
′ ′≤ −∫ ∫ ∫  
 
( ) ( ) ( )3 2 1 2
0 0
T Tp p
tE E t uu dxdt c E E dt
− −
Ω
′ ′≤ −∫ ∫ ∫  
 
eşitsizliği yazılabilir. Üstteki eşitsizlik düzenlenirse 
 









′ ≤ −∫ ∫ ∫  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 2 1 2
0
0
T p p p
tE E t uu dxdt c E T E
− + +
Ω
 ′ ≤ − − ∫ ∫  
 
elde edilir. E  artmayan bir fonksiyon olduğ  için üstteki eşitsizlikten 
 




tE E t uu dxdt cE
− +
Ω
′ ≤∫ ∫  
 




tE E t uu dxdt cE
−
Ω
′ ≤∫ ∫                                                                   (3.31) 
 
bulunur. (3.29) eşitli ği düzenlenirse 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( )( )














E uu dx E E t uu dxdt





− ′= − +





elde edilir. (3.29) eşitli ğinin her iki tarafına   ( )1 2
0
2
T pE dt+∫   eklenirse 
 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )
1 2 1 2 3 2
0 0
0












E dt E uu dx E E t uu dxdt





− ′= − +
+ − ∇ − +
∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫
               (3.32) 
 
bulunur. ( )1 2
0
2
T pE dt+∫  ifadesi düzenlenirse  
 
( ) ( )1 2 1 2
0 0
2 2
T Tp pE dt E Edt+ −=∫ ∫  
 
yazılabilir. (3.9) da  ( ) ( )2 21
2 t
E t u u dx
Ω
= + ∇∫  olduğu için üstteki eşitlik 
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tE dt E u u dxdt
+ −
Ω
= + ∇∫ ∫ ∫                                                    (3.33) 
 
şeklinde yazılabilir. (3.33) eşitli ği (3.32) de yerine yazılırsa 
 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 1 2 3 2
0 0
0











E dt E uu dx E E t uu dxdt





− ′= − +
+ − ∇ − + + ∇
∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ ∫
 
 
elde edilir. Üstteki eşitlik düzenlenirse 
 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )















E dt E uu dx E E t uu dxdt





− ′= − +
+ −
∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫
                   (3.34) 
 
bulunur. (3.30), (3.31) ve (3.34) den dolayı 
 




t tE dt cE E u uh u dxdt
+ −
Ω
≤ + −∫ ∫ ∫                                       (3.35) 
 
elde edilir. (3.24) den dolayı 
 
( )( ) ( )2 12
1 1t t
p
t t tu u
u dx c u h u dx
+
≤ ≤
≤∫ ∫  
 




u dx c E
+
≤




( ) ( )( ) ( )2 12
1 1t t
p
t t tu u
h u dx c u h u dx
+
≤ ≤
≤∫ ∫  
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h u dx c E
+
≤
′≤ −∫                                                                             (3.37) 
 
yazılabilir. (3.36) ve (3.37) den dolayı 
 




p pp p p
t tu
E u uh u dx cE E cE E
+ +− −
≤
′ ′− ≤ − + −∫  
 
elde edilir. Üstteki eşitsizliğin sağ tarafındaki birinci terim için ( ) ( )1 1p p p= + − ,  
( )1 2q p= +   ve ikinci terim için ( )1p p p= + ,   1q p= +   seçilerek 0ε >  olmak 
üzere Young Eşitsizliği uygulanırsa 
 






E u uh u dx E c Eε ε− +
≤










E u uh u dxdt E t dt c Eε ε− +
≤
− ≤ +∫ ∫ ∫                        (3.39) 
 
yazılabilir. (3.39) ifadesi (3.35) de yerine yazılarak düzenlenirse 
 






E t dt c E E u uh u dxdtε ε+ −
>
− ≤ + −∫ ∫ ∫               (3.40) 
 
elde edilir. (3.40) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ikinci terimde ( ) ( )2 1s sα = − − ,  
1s ≠  seçilerek düzenleme yapılırsa 
 
( ) ( ) ( ) ( )11 2 1 22
1 1t t
ssp p
t t t tu u
E u dx cE u u h u dx
α −− −
> >
≤∫ ∫  
 
( ) ( ) ( )
( )
( )11 2 1 22
1 1 1 1t
ssp p
t t t tu s s















′≤ −∫  
 









′ ′ ′≤ −∫  
 
elde edilir. ( )2 1s p= +  seçilerek üstteki eşitsizlik düzenlenirse 
 
( ) ( )
( )
( ) ( )2 11 2 1 22 2 11t
p pp p
t t p pu
E u dx E u c Eε ε−− +
−>
′ ′ ′≤ −∫  
 
bulunur. Üstteki eşitsizliğin sağ tarafındaki birinci terime Poincare – Friedrichs 
eşitsizliği uygulanırsa 
 




E u dx c E c Eε ε− +
>
′ ′ ′≤ −∫  
 
elde edilir. Üstteki eşitsizlikte cε ε′ =  seçilerek düzenlenirse 
 




E u dx E c Eε ε− +
>
′≤ −∫                                                                (3.41) 
 
bulunur. (3.41) e ilave olarak  
 




E uh u dx E c Eε ε− +
>
′≤ −∫  
 
olduğunun gösterilmesi gerekir. Gerçekten 3N ≤  için  
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elde edilir. 4N ≥  için  
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E uh u dx cE u E− −
>
′≤ −∫  
 
elde edilir. Üstteki eşitsizliğin sağ tarafına Young Eşitsizliği uygulanırsa 
 




E uh u dx c E c Eε ε−
>
′ ′ ′≤ + −∫  
 
bulunur. E  artmayan bir fonksiyon olduğ  için üstteki eşitsizlik  
 




E uh u dx c E c Eε ε− +
>
′ ′ ′≤ + −∫  
 
şeklinde yazılabilir. cε ε′ =  seçilirse 
 




E uh u dx E c Eε ε− +
>
′≤ + −∫                                                    (3.42) 
 
bulunur. (3.41) ve (3.42) den (3.40) eşitsizliğinin sağ tarafındaki ikinci terim 
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E u uh u dxdt E t dt c Eε ε− +
>
− ≤ +∫ ∫ ∫                      (3.43) 
 
şeklinde yazılabilir. (3.43) ifadesi (3.40) da yerine yazılarak düzenlenirse 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
0
2 3 0
T pE t dt c Eε ε+− ≤∫                                                                  (3.44) 
 
elde edilir. 1 3ε =  ve ( )1 3A c=  seçilerek (3.44) ifadesinden 
 
( ) ( ) ( )1 2
0
0
T pE t dt AE+ ≤∫  
 
bulunur. T → +∞  ve  Lemma 1.1. kullanılarak 
 






yazılabilir. 3N ≥  için 2p N=  seçilirse üstteki eşitsizlik          ( 2N p≤  ve 1 p< ) 
 
























BÖLÜM 4. SONUÇLAR VE ÖNER İLER 
 
 
Bu çalışmada lineer olmayan dalga denkleminin çözümlerinin düzgün kararlılığına 
ili şkin çeşitli makalelerde yer alan problemler ele alınmış ve çözüm basamakları açık 
şekilde incelenmiştir. İlk olarak integral eşitsizliği ifade ve ispat edilmiştir. Daha 
sonra ise dalga denklemi ele alınarak; Green formülü, Cauchy-Schwarz eşitsizliği, 
Cauchy eşitsizliği, Poincare – Friedrichs eşitsizliği, Young eşitsizliği ve çeşitli 
işlemler kullanılarak kestirimler elde edilmiştir. En sonunda integral eşitsizliği 
yardımıyla dalga denkleminin çözümlerinin düzgün kararlı olduğu gösterilmiştir.  
 
Bu çalışma lineer olmayan dalga denkleminin çözümlerinin düzgün kararlılığına 
ili şkin çeşitli makalelerden bir derleme olup ek kaynak olarak kullanılabilir. Daha 
fazla araştırmacının gelişen bilimsel koşullar altında daha fazla problem ve çözüm 
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